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PROGRAMME DE COLLES S14

NB : Au programme les suites particuliéres (cf S13) et les limites de fonctions :

| LIMITES DE FONCTIONS |

Propriétés fondamentales

Définition : Soient I un intervalle non trivial, f € F(I,R) a 619. On dit que f posséde une
limite a gauche (resp. a droite) au point a si la restriction de f a J = IN| — 0o, a[ (resp.
J = IN]a, +o0[) posséde une limite en a.

Proposition.— Soient I un intervalle non trivial, f € F(I,R) et a €] un point a l’intérieur de I.
Alors f admet une limite au point a ssi f admet f(a) comme limite & gauche et a droite en a.

Théoréme.— CARACTERISATION SEQUEl{TIELLE DE LA LIMITE
Soient f € F(I,R), a € I U{+£oo}, et £ € R. On a 'équivalence suivante :

(hm f(m)zﬂ) = (VuGIN),(lim Up, = a = lim f(un)zé)

r—a n—0o0 n—oo

Proposition.— Soient f,g € F(I,R), a € I U{#+oo}. On suppose que f et g possédent des limites
au point a.

1. Si lim f(z) < lim g(z), alors f < g dans un voisinage de a.

r—a

2. Si f < g au voisinage de a, alors lim f(z) < lim g(z).

Théorémes d’existence de limites

~ par opérations algébriques (valeur absolue, multiplication, produit, quotient)
~ par composition (changement de variable)
~ par encadrement ou comparaison (limite finie, limite nulle, limite infinie)

~> cas des fonctions monotones (limites aux bornes de l'intervalle, a ’intérieur de l'intervalle)

Limites des fonctions usuelles

Théoréme.— LIMITES DES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

Va € R, limsinz =sina lim cosx = cosa
r—a Tr—a
Va €l — Z,Z], lim tanz = tana lim tanz = +oco lim tanx = —oo.
299D )
r—a a:—»%* I_)_%‘F

Théoréme.— LIMITES DES FONCTIONS EXPONENTIELLE ET LOGARITHME NEPERIEN

1. VaeR, limexp(z) =exp(a) 2. lim exp(z)=0 3. lim exp(x)=+o0
r—a T——00 xT—+00
1. Va€R™, limlnz =Ina 2. limlnz=-c0 3. lim Inz=+4o0
rT—a x—0 T—+00




Théoréeme.— LIMITES DE LA FONCTION PUISSANCE « € R*

(Va € R™), lim 2% = a®.

Sia>0,alors limz®=0et lim z%=4oc0.

z—0 T—+00
Sia<0,alors lim 2% = 4oo et lim z%=0.
z—0 xr——+00

| COMPARAISON LOCALE DES FONCTIONS

Définitions

Proposition-définition — Soient f,g € F(I,R), a € I U {£oco}. On suppose que g ne s’annule pas
dans I\ {a}. Alors

=o0 imM:
Foond) = g =
fralg) < lim J;(g—l.

Regles de calculs pour les équivalents

Théoréme.— Soient f1, f2,91,92 € F(I,R), a € I U {£oo} et a € R*. On suppose que f1 ~, fo
et g1 ~q go. Alors

1. fig1 ~a f292.
fi f2

2. side plus g1 # 0 et g2 # 0 dans I \ {a}, alors == ~,
9 92

3. side plus f1 >0 et fo >0 dans I\ {a}, alors f&* ~, f§.
4. soit h € F(J,R), telle que h(J) C I. Alorslin}7 hy)=a = froh~y faoh.
y‘}

5. (Vhe F(ILR)), (fi =o04(h)= fa=o04(h))

Théoréme.— Soient f,h € F(I,R) et a € I U {Foo}.

’ Sih =o0,(f), alors f 4+ h ~, f‘

Proposition.— Soient f1, f2, 91,92 € F(I,R), a € [ U{+o0}. On suppose qu’au voisinage de
a, f1 et g; sont strictement positives. Alors :

Si f1 ~q f2 et g1 ~q g2, alors f1 + g1 ~q f2+ go2.

Comparaison de fonctions usuelles

Théoreme.— COMPARAISON DES FONCTIONS USUELLES
Soient (a, 8,7) € RT™ x RT™ x R tels que o < 3, et a > 1, alors

’ Au voisinage de 0 H Au voisinage de + oo ‘
(Inz)" = 0p(1/x). (Inx)” = 04 00(x®)
2P = op(z?) % = 04 o0 (27)
v = 01(a”)

Théoreme.— Au voisinage de 0, nous disposons des équivalents suivants :

e sinr~ux . 1—cosx~§ e tanx ~=x
e (1+z)*—1~ar o In(l+z)~zx e -1~z




